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� � 摘 � 要: � 本文详细研究了三腔分离腔振荡器的高频特性, 从圆柱坐标系下的 Borgnis 位函数的齐次标量

Helmholtz方程出发, 引入慢波驻波概念及其场表达式, 利用 Borgnis 位函数的边界条件及相邻子区公共界面上的场匹

配条件,导出了三腔分离腔振荡器内角向均匀 TM 模的色散关系及场分布, 求得的谐振频率与实验中测得的微波频率

一致.
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Abstract: � The high frequency( HF) characteristics of the split cavity oscillator with three cavities are studied. Starting from ho�

mogeneous scalar Helmholtz�s equations associated with Borgnis potential function in a cylindrical coordinate system, and based on the

standing wave concept of slow�wave introduced in the paper, the analytic expressions of the dispersion relation and field distribution for

azimuthally symmetric transverse magnetic modes in the split cavity oscillator with three cavities are derived, by using boundary condi�

tions for Borgnis potential function in conjunction with field matching conditions at the common interface between the adjacent subre�
gions. The resonance frequency of the split cavity oscillator with three cavities calculated by this analytic method is compared with that

measured in experiments and it is found that they are in agreement quite well.
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1 � 引言
� � 90 年代初, BarryM .Marder研究了一种被称作分离腔振荡

器( SCO, Split�Cavity Oscillator)的新器件[ 1] , 它是用来调制强流

相对论电子束的.在结构上就是在一个圆柱谐振腔的中心横

截面上同心地放置一个半径小于圆柱腔内径的导电箔 (栅

网) , 把圆柱腔分成完全相同的相互耦合的两个小腔.鉴此,我

们不妨把Marder 研制的分离腔振荡器称之为两腔分离腔振

荡器,其色散关系及场解 Raymond W. Lemke 用等效单周期慢

波结构的方法进行了研究[ 2] .

1997年, 刘庆想提出了三腔渡越时间效应高功率微波振

荡器[ 3] ,并进行了研究. 该器件在结构上就是在一个圆柱谐振

腔内等间距同心地放置两个半径小于圆柱腔内径的导电箔

(栅网) , 把圆柱腔分成完全相同的相互耦合的三个小腔. 鉴

此,我们不妨把它称之为三腔分离腔振荡器. 研究表明三腔分

离腔振荡器比两腔分离腔振荡器能更好地调制强流相对论电

子束.它与两腔分离腔振荡器的结构类似, 只是长度为三个空

间周期, 但其色散关系及场分布都无法套用传统解析方法进

行研究, 在此我们提出了一种新的解析方法, 即在引入慢波驻

波后, 用场论的分析方法直接求解色散关系及场分布.

2 � 三腔分离腔振荡器中的横磁模

2�1� 三腔分离腔振荡器的高频结构及求解区域的划分
三腔分离腔振荡器的高频结构示于图 1. 图 1 中圆波导

内半径为 a, 栅网的半径为 b ,栅网的厚度为 t ,两栅网之间的

间隙距离为 g, 空间周期为 p , ( p= g + t ) , 该谐振腔的长度为

L , ( L = 3p ) .将腔分成四个求解区域, 求解区域的划分示于图

1.

2�2� 对称横磁模在各区的场分量表达式
( 1)4 区:慢波驻波区, b � a, 0 z  L

若周期系统两端不短路,则 1 区为慢波区.由周期系统的

弗洛奎定理(Floquet�s theorem) [ 4]知,该区角向均匀 TM 模的 U

函数应具有以下形式:
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图 1 � 三腔分离腔振荡器高频结构

U=  
!

n= - !

[ A 1nf n( �)+ A 2 ngn ( �) ] e
- j�

n
z (1)

式中 f n(�) =
J0( Tn�) , for| �n |  k

I0(  n�) , for| �n| > k
; gn(�) =

N 0( Tn�), for| �n |  k

K 0(  n�) , for| �n| > k

(2)

�n、T n、 n 的表达式见式(8) .

若将周期慢波系统两端短路, 则 4 区的慢波将形成慢波

驻波,故 4 区的 U函数为

U4=  
!

n= - !

[ A 1nf n( �)+ A 2 ngn ( �) ] ( Ccos�nz+ D sin�nz ) (3)

在纵向短路面 z= 0 和 z = L 上, (! U/! z ) | z= 0, L= 0, 得

�nL = mn!, mn= 0, 1, 2, ∀, ! (4)

对于基波来说, n= 0, 因此 �0L = m0!, 对三腔分离腔振

荡器而言, L = 3p ,则

�0p= m0!/ 3, m0= 0, 1, 2, 3 (5)

�0p 表示基波通过一个空间周期的相移 ∀0 , 亦即工作模

式 ∀0
[ 5, 6] .

式( 5)表示 :对于三腔分离腔振荡器而言, 每一个电磁模

式(如 TM 模) , 都有 4 个工作模式: 0、!/ 3、2!/ 3 和 !模 (这些

工作模式的谐振频率各不相同, 相速与驻波场的分布也各不

相同) , 实际上只有前三个, !模不存在,分析见后.

在横向短路面 �= a 上, U4| �= a= 0 得,则 4 区的 U函数

U4( �, #, z )=  
!

n= - !

A nFn (�) cos�nz (6)

式中 Fn (�) = gn ( a) f n (�) - f n ( a) gn (�) (7)

�2n+ T2
n= k2= ∃2%&� for| �n |  k

�2n-  2n= k2= ∃2%&� for| �n| > k

�n= �0+ 2!n/ p , n = - ! , ∀, 0, ∀, !

�0= m0!/ L = m0!/ (3p ) , m0= 0, 1, 2, 3

(8)

式中 k 为相移常数(不同空间谐波的相移常数是相同的) , �n、

Tn 分别为 n 次空间谐波的纵向相移常数和横向相移常数.当

| �n| > k 时, T n 为虚数,为了方便常令 Tn= j  n.

利用圆柱坐标系下场分量与 Borgnis 位函数的关系式[ 7]

可求出 4区的场分量

E z4=  
!

n= - !

( k 2- �2n) A nFn (�) cos�nz (9)

E�4= -  
!

n= - !

�nA nF�n (�) sin�nz (10)

H #4= -  
!

n= - !

j∃&A nF�n ( �)cos�nz (11)

式中 � � F�n( �) = gn( a) f�n( �) - f n ( a) g�n( �) (12)

� � f�n( �) =
- T n#J 1( Tn�) , for| �n|  k

 n# I 1(  n�) , for| �n | > k
;

g�n( �) =
- Tn#N 1 (T n�) , for| �n |  k

-  n#K 1(  n�) , for| �n | > k
(13)

推导上式用到零阶变态贝塞耳函数的求导公式[ 8]

� � I�0( z )= I 1 ( z ) , K�0( z ) = - K1 ( z )

( 2)1 区:径向线区, 0 � b , 0 z  g

2区( 0 � b , p  z  p + g)及 3 区 (0 � b , 2p  z  
2p + g)和 1 区一样也是径向线区. 这三个区域场的性质完全

相同, 都是驻波场,只是由于它们在慢波系统中所处的位置不

同而具有不同的相位. 分析知,第 J ( J= 1、2、3)个径向线区驻

波场的相位因子为 cos( J- 1/ 2) �0p , 第 J 个径向线区驻波场

的 U函数为:

� � U( �, #, z ) =  
!

m= 0

Bm, Jf bm( �)#cos[�bm# ( z - ( J - 1) p ) ]

#cos( J- 1
2
) �0p (14)

式中 � � f bm( �)=
J 0(T bm�) , for �bm k

I 0(  bm�) , for �bm> k
(15)

�2bm+ T 2
bm= k 2= ∃2%&, for �bm k

�2bm-  2bm = k 2= ∃2%&, for �bm> k

�bm= m!/ g , m= 0, 1, 2, ∀, !

(16)

为了区别, 这里给径向线区物理量加了一个下标 b .

式中 k、�bm、T bm分别为径向线内本征模的相移常数、纵

向相移常数和横向相移常数. 当 �bm > k 时, T bm为虚数 ,为了

方便常令 Tbm = j bm .

故 1 区的 U 函数为:

U1=  
!

m= 0

Bmf bm( �)#cos�bmz#cos(
1
2
�0p ) (17)

1 区的场分量为:

Ez 1=  
!

m= 0

( k 2- �2bm) Bmf bm( �) cos�bmz#cos(
1
2
�0p ) (18)

E�1= -  
!

m = 0

�bmBmf�bm( �) sin�bmz#cos(
1
2
�0p ) (19)

H #1= -  
!

m= 0

j∃&Bmf�bm(�) cos�bmz#cos(
1
2
�0p ) (20)

式中 � � f�bm( �)=
- Tbm#J 1( T bm�) , for �bm k

 bm# I 1(  bm�) , for �bm> k
(21)

( 3)2 区:径向线区, 0 � b , p  z  p+ g

U2=  
!

m= 0

Cmf bm( �)cos[ �bm# ( z - p ) ]#cos( 3
2
�0p ) (22)

Ez 2=  
!

m= 0

( k 2- �2bm) Cmf bm( �) cos[ �bm#( z- p ) ] #cos( 3
2
�0p )

(23)
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E�2= -  
!

m= 0

�bmCmf�bm( �) sin[ �bm#( z- p ) ]#cos( 3
2
�0p ) (24)

H #2= -  
!

m= 0

j∃&Cmf�bm( �)cos[ �bm# ( z - p ) ]#cos( 3
2
�0p ) (25)

( 4)3 区:径向线区, 0 � b , 2p  z  2p+ g

U3=  
!

m= 0

Dmf bm(�) cos[�bm( z- 2p ) ]#cos( 5
2
�0p ) (26)

Ez 3=  
!

m = 0

( k 2- �2bm) Dmf bm( �) cos( �bm( z - 2p ) )#cos( 5
2
�0p )

(27)

Ep 3= -  
!

m= 0

�bmDmf�bm( �) sin(�bm# ( z - 2p ) )#cos( 5
2
�0p ) (28)

H #3= -  
!

m= 0

j∃&Dmf�bm( �) cos( �bm( z - p ) )#cos( 5
2
�0p ) (29)

由 1、2、3区场分量表达式不难发现: 当 �0p= !时, 1、2、3

区的场均为零.由此可知三腔分离腔振荡器中不存在 !模.这

一结论与文献 [ 9]中给出的整腔结尾的谐振腔链不存在!模

的结论是一致的.

3 � 色散关系
� � 将 4区和 1、2、3 区的场在它们公共界面 �= b 处严格匹

配,则得到该谐振腔的严格解. 场匹配条件是 Ez、E�、H # 中任

意两个连续,我们选择切向分量 Ez 及H # 连续.

让切向电场 EZ 在�= b面上处处匹配,得

EAn=
2
L

[ cos(
1
2
�0p )  

!

m= 0

EBm# IBmn+ cos(
3
2
�0p )  

!

m= 0

ECm

# ICmn+ cos(
5
2
�0p )  

!

m= 0

EDm# IDmn ]

n 的取值范围是- ! , ∀, 0, ∀, ! . (30)

式中

EAm= ( k2- �2n )A nFn( b) ;

ECm= ( k 2- �2bm) Cmf bm( b ) ;

EBm= ( k2- �2bm) Bmf bm( b)

EDm= ( k 2- �2bm) Dmf bm( b)

(31)

IBmn、ICmn为 IDmn三个定积分

IBmn=∃
g

0
cos�bmz#cos�nzdz ;

ICmn=∃
p+ g

p
cos�bm( z- p )cos�nzdz

IDmn=∃
2p+ g

2p
cos�bm( z- 2p )#cos�nzdz

让切向磁场 H∀在 �= b 面上处处匹配. 由 H #4 ( b ) =

H #1( b) , 0% z % g ,得

EB l=
k 2- �2bl

Rbl
# 2

gcos(
1
2
�0p )

#  
!

n= - !

Rn

k2- �2n
# IB ln#EAn

for l = 1, 2, ∀, ! � � (32a)

EB0=
k 2- �2b0

Rb0
# 1

gcos(
1
2
�0p )

#  
!

n= - !

Rn

k 2- �2n
#IBon#EAn

for l = 0 � � (32b )

式中 � Rn= F�n( b) / Fn( b) , � Rbl= f�bl ( b) / f bl ( b ) (33)

�bl= l!/ g , l= 0, 1, 2, ∀, ! ( l 是与 m 具有相同取值范围

[ 0, ! )的任一整数)

由 H #4( b) = H #2( b) , p % z % p + g, 得

ECl=
k 2- �2bl

Rbl
# 2

g#cos( 3
2
�0#p )

#  
!

n= - !

Rn

k2- �2n
# IC ln#EA n

for l= 1, 2, ∀, ! � � (34a)

EC0=
k 2- �2b0

Rb0
# 1

g#cos( 3
2
�0#p )

#  
!

n= - !

Rn

k2- �2n
# IC0 n#EAn

for l= 0� � ( 34b)

由 H #4( b) = H #3( b) , 2p % z % 2p + g ,得

EDl=
k 2- �2bl

Rbl
# 2

g#cos( 5
2
�0p )

 
!

n= - !

Rn

k 2- �2n
#IDln#EA n

for l= 1, 2, ∀, ! � � (35a)

ED0=
k2- �2b0

Rb0
# 1

g#cos( 5
2
�0p )

 
!

n= - !

Rn

k 2- �2n
# ID 0n#EA n

for l= 0� � ( 35b)

将式( 32)、(34)、( 35)都代入式(30) ,经过运算, 可得

 
!

q= - !

2
Lg

Rq

k 2- �2q
[ 2  

!

l= 0

k2- �2bl
Rbl

( IBlqIB ln+ IC lqICln+ ID lqIDln )

� -
k 2- �2b0

Rb0
( IB0qIB 0n+ IC0qIC0 n+ ID 0qID 0n ) ] - ∋qn #EAq= 0

n= - ! , ∀, - 1, 0, 1, ∀, ! � � (36)

式中 ∋qn= 1, for q= n; 0, for q & n.

这是一个由无穷个方程( n 从- ! 到 ! 取值)组成的齐次

线性方程组, 方程组中每一个方程又有无穷个待求未知量

EA q( q 从- ! 到 ! 取值) ,每一未知量 EAq 前的系数又是一个

无穷级数. 该齐次线性方程组有非零解的条件是其系数行列

式的值为零, 于是得到下列方程:

det ( D( k, �0) )= 0 (37)

无穷阶方阵 D( k , �0)第 n 行第 q 列的元素Dnq( k , �0)为

Dnq( k , �0 )=
2
Lg

Rq

k
2
- �

2
q

[ 2  
!

l= 0

k 2- �2bl
Rbl

( IB lqIB ln+ IClqICln

+ IDlqIDln) -
k2- �2b0

Rb0
( IB0qIB0 n+ IC0qIC0n

+ ID 0qID 0n ) ] - ∋qn

n= - ! , ∀, - 1, 0, 1, ∀, ! � � (38)

式(37)是一个代数方程, 其左边是一无穷阶行列式. 实际

计算时, 只能截取有限项进行数值计算.那么| n |和 m 的值取

多大才合适呢? 这取决于本征值 k 数值解的精度, 精度越

高, | n | 和 m 的值应取得越大.实际计算时一般要求 k 的数值

解的相对误差小于 1 ∋ ,根据这一精度要求, 我们调节 | n | 和

m 的值, 直到 k 的数值解的相对变化小于 1∋ 即可.

式(37)是三腔分离腔振荡器角向均匀 TM 模的特征方

程, 又叫色散方程.其根就是该边值问题的本征值, 亦即三腔

谐振腔角向均匀 TM 模的固有角波数 K 或固有角频率 ∃, 它

以 IBmn、ICmn、IDmn、Rn 及Rbm的定义式与 �n , �0, ( 0 ,  n、k (或
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∃)的关系式和 �bm , ( bm ,  bm、k (或 ∃)的关系式的形式包含在

色散方程式(37)中.

4 � 三腔分离腔振荡器的谐振频率及色散曲线
� � 三腔分离腔振荡器高频结构的尺寸为: 圆波导内半径 a

= 5cm, 栅网的半径 b= 4cm , 栅网的厚度 t= 0� 1cm ,两栅网之

间的间隙距离 g = 1� 8cm ,空间周期 p = g + t= 1� 9cm , 该谐振

腔的长度为 L = 3p= 5�7cm.

编程求解色散关系式(37) ,得出三腔分离腔振荡器 TM010

模的谐振频率(见表 1) .

表 1� 三腔分离腔振荡器TM 010模下各谐振模式的频率值

谐振模式( ∀0= �0P ) 0模 !/ 3模 2!/3模* (!模)

谐振频率 f (GHz) 2�530 2�944 3�804* ( 4�564)

� 注: ( 1)注有* 号的模式为实验中测得的模式. ( 2)!模因其场分量

全为 0,实际上是不存在的,所以!模相应的数据加上了括号.

这里, 把计算值与实验值作一比较: 冷测实验测得 2!/ 3

模的频率为 3� 80GHz, 它与计算值是一致的; 热测实验 (有电

子束) 测得的输出微波的频率为 3�78GHz, 计算值比它高

24MHz、即 0�6% , 两者基本一致.计算值稍高的原因是计算时

未考虑输出耦合孔和电子束加载效应的影响. 热测实验中只

测到一个频率值 , 表明三腔分离腔振荡器三个模式中只有

2!/ 3 模起振了,其它两个模式未起振, 这与三腔谐振腔渡越

时间效应理论得出的结论相符.

三腔分离腔振荡器TM010的色散曲线示于图 2.由于三腔

� 图 2 � 三腔分离腔振荡器TM 010模的色散

曲线

分离腔振荡器的高

频结构是一个三腔

谐振腔链, 所以它

的每一条色散曲线

实际上都只是三个

离散的色散点,!模

所对应的色散点实

际上不存在.

5 � 三腔分离腔
振荡器的场分布

� � 把某一电磁模
式下某一工作模式的 k 值代入式 (36) , 并令 EA 0= 1(原因见

文献[ 10] ) ,可计算出其余的 EA q, 亦即确定了该模式下慢波

驻波区的全部待定系数 EAq ,进而由式( 32)、( 34)和( 35)可确

定出该模式下所有径向线区的待定系数 EB l、EC l 和 EDl , 进

而求出 A n 和Bm、Cm 和Dm ,再把它们代入各区场表达式, 就计

算出了该模式下各区的场分布.

5�1� 曲面图

三腔分离腔振荡器有无穷多个角向均匀 TM 模, TM010,

TM020 , ∀,每一个电磁模式下都有三个谐振模式(0,!/ 3和 2!/

3) ,这三个模式的谐振频率和场分布各不相同.这里, 以 TM010

模为例, 求出该电磁模式下各谐振模式的轴向电场 Ez 的分

布, 画出场分布的曲面图(见图 3~ 图 5) .

图 3� 0模 Ez 场的分布图 � � � � � � � � 图 4 � !/ 3模 Ez 场的分布图 � � � � � � � � 图 5 � 2!/ 3模 Ez 场的分布图

图 6 � 0模 Ez模的径向分布图

� � 由曲面图知,除栅网处外, 0模 Ez 场沿纵向( z 方向)是均

匀分布的, 三个腔的场完全相同. 不难看出, 0 模与没有栅网

存在时的圆柱谐振腔内TM 010模是一样的.!/ 3 模 E z 场的分布

是:中间腔场几乎为 0,两端腔场等幅反相. 2!/ 3 模 Ez 场的分

布是: 三个腔的场依次反相, 幅度并不相等, 中间腔场的幅度

大约是两端腔场幅度的两倍.

5�2� 曲线图
在 O型微波器件中,与纵向运动电子束发生不稳定相互

作用的主要是纵向电场分量 E z . 所以在研究场分布时应着重

研究 Ez 的分布.三腔分离腔振荡器实验中所用的电子束是实

心电子束, 其半径较大, 可与栅网半径相比拟, 故我们应研究

束截面上 Ez 的分布.为此我们画出了TM010下各谐振模式 E z

场在 z= g/ 2= 0�9cm 处沿径向的分布曲线, 见图 6、7 和 8.

由TM010模下 0、!/ 3 和 2!/ 3 模 Ez 场的径向分布图可以

看出: 2!/ 3 模 Ez 场的径向分布与圆柱腔TM010模不同, 其 Ez

场在R 约大于栅网半径的 3/ 4 倍处开始反向. 0、!/ 3 模 Ez 场

的径向分布与圆柱腔TM010模一样, 其 E z 场沿R 只有大小的

变化, 而没有方向的改变. 由于不同谐振模式 E z 场的径向分

布不同, 半径不同的电子束在其渡越时间合适时将可能激起

不同的谐振模式.

注意到在 Ez 场的径向分布图中, 在 R = 4cm 处 E z 有跳
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图 7 � !/ 3模 Ez场的径向分布图

图 8 � 2!/ 3模 Ez 场的径向分布图

变( 0模更明显) ,这与实际物理状况不符.原因是色散方程和

场分布表达式中| n | 和 m 的理论取值范围均是 0 至 ! , 实际

计算时只能截取有限项进行,所以求得的场分布在径向线区

与慢波驻波区的交界面( R= 4cm 的圆柱面)上出现了跳变.显

然,跳变的程度随计算项数的增多而减轻.

6 � 结束语

� � 本文是一篇对三腔分离腔振荡器TM模色散关系及场分

布的解析方法进行探讨的理论性文章. 本文在引入慢波驻波

的基础上,用场论的方法直接解析求解三腔分离腔振荡器TM

模色散关系及谐振腔内全区域的场分布. 求得的谐振频率与

实验中测得的微波频率一致.给出了各谐振模式场分布的精

细结构,揭示了三腔分离腔振荡器各谐振模式场分布的特征,

为进一步研究电子束在三腔分离腔振荡器中渡越时间效应规

律创造了条件.

本文解析法物理概念清晰,还能求出三腔分离腔内慢波

驻波各空间谐波分量的大小,对进一步研究三腔分离腔中束

波互作用机理有重要意义.
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